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Introduction
Dans ce me moire on revient sur l’article [3]: ‘‘Orbites ferme es et orbites
tempe re es.’’ On y annonc ait la re ponse par l’affirmative a une vieille ques-
tion de la the orie des repre sentations: une orbite ferme e de la repre sentation
coadjointe d ’une alge bre de Lie est-elle tempe re e?. La preuve qui y est
donne e n’est pas comple te. Elle n’est effective que dans le cas ou le radical
unipotent de l’image de g par la repre sentation adjointe est de codimension
au plus 1 dans le radical unipotent de l’enveloppe alge brique dans gl(g) de
cette image. Le but de ce me moire est de comple ter la de monstration dans
le cas ge ne ral. La de marche suivie est la me^me que celle de [3]. Il s’agit de
de montrer le the ore me 1.5 de [3]. Les pre liminaires a la preuve de ce
the ore me e tant vrais en ge ne ral, ils sont utilise s dans ce me moire. On e vite
toute la partie relative a l’inte gration le long des fibres et la recherche
d’ine galite s qui faisait de faut. Pour cela, on conside re une partie localement
ferme e X0 d’un espace vectoriel re el V0 , de dimension finie, qui en est une
sous-varie te C et qui est ouverte dans son adhe rence de Zariski. On
suppose qu’il existe une sous-alge bre de Lie g de l’alge bre de Lie des
champs de vecteurs a coefficients polynomiaux sur V0 et une mesure
positive ; sur X0 qui satisfont les conditions suivantes: pour tout x dans
X0 , l’espace tangent en x a X0 est l’e valuation en x de g, X0 est le support
de ; et pour tout ouvert U de V0 dans lequel X0 est ferme , la distribution
;U sur U, de finie par ;, est annule e par g. Soit A(V0) l’anneau des
ope rateurs diffe rentiels a coefficients polynomiaux sur V0 . On note L
l’annulateur dans A(V0) de la distribution ;U . D’apre s [4], le A(V0)-
module A(V0)L est un module holono^me. On e tudie ce module au
voisinage W d’un point a l’infini sur l’espace projectif associe V0 . De la
proprie te d’holonomie, on tire une e quation fonctionnelle satisfaite par ;U .
S’il existe une fonction polynomiale p sur V0 , non identiquement nulle sur
X0 , pour laquelle p; est tempe re e, alors la fonction holomorphe s [ ps;,
a valeurs dans l’espace des distributions tempe re es, a un prolongement
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me romorphe a valeurs dans le dual de l’espace S (W) des fonctions C sur
W qui ont une de croissance rapide a l’infini. Les coefficients du de veloppe-
ment en se rie de Laurent de cette fonction sont des formes line aires
continues sur S (W). Si ;0 est le terme constant, alors pour , dans
D(W & V0), (;0 , ,) est e gal a l’inte grale de , selon ; si le support de , ne
rencontre pas le comple mentaire de X0 dans son adhe rence. Si G est un
groupe de Lie connexe qui ope re dans X0 et si G .x0 est une orbite, ferme e
dans V0 , dont l’adhe rence de Zariski dans V0 contient X0 , alors on peut
trouver un voisinage 0 de G .x0 dans X0 , ferme dans V0 et ne rencontrant
pas le comple mentaire de X0 dans son adhe rence de Zariski. La restriction
de ; a 0 est alors une distribution ;0 sur V0 . Les restrictions de ;0 et de
;0 a l’intersection de W et de V0 co@ ncident. En utilisant un recouvrement
fini de l’adhe rence de X0 dans l’espace projectif associe a V0 , on voit que
;0 est une distribution tempe re e. Dans le cas ou la restriction de g a X0 est
l’action d’une enveloppe alge brique de l’alge bre de Lie de G dans X0 ,
on voit en utilisant un argument de de sinte gration que toute mesure
G-invariante sur G .x0 est tempe re e.
0. Notations ge ne rales
Dans ce qui suit on rappelle quelques notations qui seront utilise es tout
au long de cet article sans y faire re fe rence. La notion de re gularite est celle
de la ge ome trie alge brique.
0.1. Soient V0 un espace vectoriel re el de dimension finie et V son
complexifie . On de signe par S (V0) l’espace des fonctions C, a de croissance
rapide sur V0 et par D(V0) l’espace des fonctions C, a support compact sur
V0 . De me^me, si X est une varie te C, D(X) est l’espace des fonctions C ,
a support compact sur X.
0.2. On note A(V) l’alge bre de Weyl de V. Elle est engendre e comme
alge bre par V et le dual V* de V. Elle contient les alge bres syme triques
S(V) et S(V*) comme sous-alge bres. Pour tout (v, v$) dans V_V*, on a
dans A(V):
[v, v$]=(v, v$) . 1.
L’alge bre A(V) s’identifie a l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels a coef-
ficients polynomiaux sur V. Dans cette identification, un e le ment v de V
correspond a la de rivation le long de v, et un e le ment v$ de V* correspond
a l’ope rateur de multiplication par la fonction v$. Il existe un antiauto-
morphisme a [ a et un seul de A(V) tel que v=&v pour tout v dans V
et (v$)=v$ pour tout v$ dans V*.
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0.3. L’alge bre de Lie des champs de vecteurs a coefficients polynomiaux
sur V0 s’identifie a une sous-alge bre de Lie de l’alge bre de Lie sous-jacente
a A(V). Soit g une sous-alge bre de Lie de cette alge bre de Lie. On suppose
qu’il existe une sous-varie te C, X0 , de V0 et une mesure positive ; sur X0
qui satisfont les quatre conditions suivantes:
(1) X0 est une composante connexe d’une partie de V0 , localement
ferme e pour la topologie de Zariski,
(2) pour tout x dans X0 , l’espace tangent a X0 en x est l’e valuation
de g en x,
(3) le support de ; est e gal a X0 ,
(4) pour tout ! dans g, la distribution sur X0 , de finie par ; est
annule e par !.
0.4. On se donne sur V0 une norme euclidienne & .&. On rappelle qu’une
mesure + sur V0 est tempe re e si pour k entier positif assez grand, l’inte grale:
|
V0
(1+&x&)&k d |+| (x),
est finie. Si + est positive, + est tempe re e si et seulement si la forme line aire:
, [ |
V0
,(x) d+(x),
sur D (V0) a un prolongement continu a S (V0).
0.5. Si X est une varie te alge brique de finie sur un corps k, alors pour
toute extension K de k, X(K) de signe l’ensemble de ses K-points. Si X est
lisse, on de signe par DX le faisceau des germes d’ope rateurs diffe rentiels, a
coefficients re guliers, sur X.
1. Syste mes diffe rentiels
Soit J l’annulateur de X0 dans S(V*). On de signe par L l’ide al a gauche
de A(V) engendre par J et g. Soit V (J) la varie te des ze ros de J dans V.
On note V (J)max l’ensemble des points x de V (J) en lesquels la dimension
de l’e valuation de g en x est e gale a la dimension de V (J). D’apre s les
conditions (1) et (2) de 0.3, V (J)max est ouvert dans V (J) pour la
topologie de Zariski. Soit p un e le ment de S(V*) qui n’est pas dans J mais
qui est identiquement nul sur le comple mentaire de V (J)max dans V (J).
On de signe alors par Lp l’ensemble des e le ments a de A(V) pour lesquels
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il existe un entier n tel que L contienne pna. On notera U l’ensemble des
points de V0 qui n’appartiennent pas au comple mentaire de V (J)max
dans V (J).
Proposition. La partie Lp de A(V) est un ide al a gauche de A(V) qui ne
de pend pas de l ’e le ment p ainsi choisi. L’ide al Lp est l ’annulateur dans A(V)
de la distribution sur U de finie par ;. En outre, le A(V)-module a gauche
A(V)Lp est holono^me.
D’apre s [4][Lemme 1.4], Lp est un ide al a gauche de A(V). Soit ;U la
distribution sur U de finie par ;. D’apre s [4][The ore me 4.3], l’ide al Lp ne
de pend pas de p. D’apre s la condition (4) de 0.3, tout e le ment de L annule
;U . Si a est dans Lp , alors le support de la distribution a;U est contenu
dans la varie te des ze ros de p. L’ide al Lp ne de pendant pas de p, la distribu-
tion a;U est nulle. D’apre s [4][The ore me 5.2], le A(V)-module A(V)Lp
est holono^me. Si L$ est l’annulateur dans A(V) de la distribution ;U et si
L$ est distinct de Lp alors le support dans V du A(V)-module A(V)L$ est
contenu dans le comple mentaire de V (J)max dans V (J), d’apre s
[4][Proposition 5.2]. Par suite, pour tout e lement p de S(V*), nul sur ce
support, L$ contient pm de s que m est assez grand. Ceci est absurde car
pm;U n’est pas nul si p prend des valeurs positives sur X0 ; donc L$ est
e gal a Lp .
2. Comportement a l’infini
On utilise le plongement usuel de V dans l’espace projectif P(V) de
dimension e gale a celle de V. Soit W un ouvert affine de P(V) pour lequel
le comple mentaire de V dans W est l’ensemble des ze ros d’une fonction
re gulie re a sur W. Soit W0 l’ensemble des points re els de W. Pour tout
entier naturel k et pour tout ouvert U de W0 , on note Sk(U) l’espace des
fonctions , sur U, de classe Ck, qui satisfont la condition suivante: pour
tout ope rateur diffe rentiel D sur V, a coefficients constants et d’ordre au
plus k, D(,) de croit rapidement a l’infini. L’intersection des espaces Sk(U)
est alors l’espace S (U) des fonctions C sur U qui ont une de croissance
rapide a l’infini. On utilise les notations de 1.
Proposition. On suppose que le comple mentaire de J dans S(V*)
contient un e le ment p pour lequel la mesure p; sur X0 s’e tend en une mesure
tempe re e sur V0 . Il existe alors une fonction re gulie re q sur W, a valeurs non
ne gatives sur W0 qui a la proprie te suivante: pour tout ouvert U, relativement
compact, de W0 et pour tout re el A, il existe un entier k et une fonction
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me romorphe sur l ’ouvert [Rs>A] de C, a valeurs dans l ’espace des formes
line aires continues sur Sk(U), dont l ’e valuation en s est la forme line aire:
, [ |
X0 & U
qs(x) ,(x) d;(x),
de s que Rs est assez grand.
Vu les hypothe ses sur W et a, il existe un entier positif l pour lequel la
fonction alp est re gulie re sur W. On note r la fonction re gulie re sur W dont
la valeur en tout point x de W0 est le nombre complexe conjugue de
al (x) p(x). Soit q le produit ralp. Soit U un ouvert relativement compact de
W0 . Puisque a est borne sur U, pour tout , dans S0(U), l’inte grale:
|
X0 & U
qs(x) ,(x) d;(x),
est convergente de s que Rs est assez grand.
Puisque V est un ouvert affine de P(V), l’intersection W$ de W et de V
est un ouvert affine. Soit M le DV-module engendre par A(V)Lp . On note
alors M$ image directe de la restriction de M a W$ par l’injection canoni-
que de W$ dans W. Alors d’apre s [5][Ch. 1, Proposition 8.4.1] et d’apre s
la proposition 1, M$ est un DW-module holono^me. Soit !0 la section
globale de M$ dont la restriction a W$ est la restriction a cet ouvert de
l’image de 1 dans A(V)LJ . Alors d’apre s [5][Ch. I, The ore me 8.3.1], on
a une e quation fonctionnelle:
b(s) qs!0=D(s) qs+1!0 .
On utilise le prolongement canonique de l’antiautomorphisme a [ a de
A(V), de fini en 0.3, a l’alge bre C(s)DW (W). Il en re sulte pour tout ,
dans S (U) la relation:
b(s) |
X0 & U
qs(x) ,(x) d;(x)=|
X0 & U
qs+1(x) D(s) (,)(x) d;(x),
de s que Rs est assez grand. La proposition re sulte aussito^t de cette e qua-
tion fonctionnelle.
3. Orbites
Soit X une varie te alge brique quasi-projective de finie sur R. Soit G un
groupe alge brique affine qui ope re re gulie rement sur X. On suppose G et
l’action de G dans X de finis sur R. Soit G un sous-groupe ferme connexe
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de G(R) qui est dense dans G pour la topologie de Zariski. On utilise sur
X(R) une fonction semi-alge brique F, a valeurs positives, qui est continue
et propre pour les topologies de Hausdorff sur X(R) et R.
The ore me. Soit x0 dans X(R). On suppose que l ’orbite G .x0 est le support
d ’une mesure +, G-invariante, sur X(R). S ’il existe sur G(R) .x0 une mesure
invariante, alors pour k entier positif assez grand, la fonction F &k est
+-inte grable.
D’apre s [3] [Corollaire 1.4], on peut supposer que G(x0) est connexe.
Puisque X est quasi-projective, X(R) est l’ensemble des points re els d’un
ouvert affine. Soit U un tel ouvert. Alors U est isomorphe a une sous-
variete alge brique ferme e de An pour un entier n convenable. On de signe
par V0 l’ensemble des points re els de An et V l’ensemble de ses points
complexes. Les champs de vecteurs sur U, induits par l’action de l’alge bre
de Lie de G, sont les restrictions a U de champs de vecteurs re guliers sur
An. Soit g la sous-alge bre de Lie de A(V) engendre e par ces champs de
vecteurs. Soit X0 la composante connexe de G(R) .x0 qui contient x0 . Par
hypothe se, il existe sur X0 une mesure ; qui satisfait les conditions (3) et
(4) de 0.3. On utilisera ces notations pour de montrer le the ore me en
plusieurs e tapes.
3.1. Avec les notations de [3][section 2]; on utilise les caracte res
C1 , ..., Ck de G et les morphismes A1 , ..., Al de G dans Ga . Ces morphismes
de finissent par passage au quotient des morphismes C 1 , ..., C k , A 1 , ..., A l de
G .x0 dans Gm ou dans Ga . D’apre s [3][sous-section 2.3], il existe un
sous-groupe ferme connexe G 1 de G(R), contenant G, et des re els:
:i, j , p+1ik, 1 j p et ;f, j , 1 f l, 1 j p,
qui ont les proprie te s suivantes:
(1) l’orbite G 1 .x0 est ferme e dans X(R),
(2) les orbites de G 1 dans G(R) .x0 sont les composantes connexes
des fibres de l’application 8 de G(R) .x0 dans (R*+)k&p_Rl:
x [ 8(x)=(,p+1(x), ..., ,k(x), 1(x), ..., l (x)),
ou les fonctions ,i et f sont de finies par les relations:
,i (x)=|C i (x)| |C 1(x)| &:i, 1 } } } |C p(x)|&:i, p,
f (x)=A f (x)&;f , 1 log |C 1(x)& } } } &;f, p log |C p(x)|.
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Soit b une fonction polynomiale sur V0 , a valeurs re elles non ne gatives
qui satisfait les deux conditions suivantes:
(1) l’ensemble de ses ze ros contient l’intersection de U et du comple -
mentaire de G .x0 dans l’adhe rence de Zariski de G .x0 ,
(2) l’ensemble de ses ze ros re els est l’ensemble des points re els de
l’adhe rence de Zariski de G .x0 qui ne sont pas dans G .x0 .
Il existe alors des fonctions polynomiales sur V, F1 , ..., Fk , E1 , ..., El , a
valeurs re elles sur V0 , et un entier positif d qui satisfont les conditions
suivantes: pour i=1, ..., k, la restriction de Fibd a G(R) .x0 est e gale a la
restriction de C i a G(R) .x0 et pour j=1, ..., l, la restriction de Ejbd a
G(R) .x0 est e gale a la restriction de A j a G(R) .x0 . Soit q une fonction
polynomiale sur V0 a valeurs re elles non ne gatives dont l’ensemble des
ze ros est l’adhe rence de Zariski de G(R) .x0 . Alors pour i=1, ..., k et pour
j=1, ..., l, on pose:
F $i=
F 2i
b2d
+q et E$j=
E 2j
b2d
+q.
Par de finition, les fonctions F $1 , ..., F $k sont des fonctions C, a valeurs
positives sur l’ensemble des points de V0 en lesquels b n’est pas nul.
Lemme. Soit  une fonction C a support compact sur (R*+)k&p_Rl.
Soit 9 la fonction sur V0 qui est nulle sur la varie te des ze ros de b et qui
vaut:
(F $p+1(x) F $1(x)&:p+1, 1 } } } F $p(x)&:p+1, p, ..., F $k(x) F $1(x)&:k, 1 } } } F $p(x)&:k, p,
E$1(x)&;1, 1 log[F $1(x)]& } } } &;1, p log[F $p(x)], ...,
E$l (x)&;l, 1 log[F $1(x)]& } } } &;l, p log[F $p(x)]),
en tout point x de V0 qui n’est pas ze ro de b. Alors 9 est une fonction C
sur V0 . En outre, avec les notations de 2, pour tout entier positif e, la
fonction am9 sur l ’intersection de W0 et de V0 a un prolongement de classe
Ce a W0 , de s que m est assez grand.
D’apre s ce qui pre ce de la fonction 9 est C sur le comple mentaire de
la varie te des ze ros de b. Soit x un point de cette varie te . Puisque le
support de  est compact, x n’appartient pas au support de la restriction
de 9 a l’adhe rence de Zariski de G(R) .x0 , d’apre s l’assertion (v) de [3]
[Lemme 2.3]. Par suite, il existe un petit voisinage de x dans V0 qui ne
rencontre pas le support de 9; donc la fonction 9 est C.
219ORBITES FERME ES ET TEMPE RE ES
File: 580J 287408 . By:CV . Date:17:06:96 . Time:11:27 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3054 Signs: 2105 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Soit c un entier naturel et G une des fonctions:
x [ F $p+1(x) F $1(x)&:p+1, 1 } } } F $p(x)&:p+1, p, ...,
x [ F $k(x) F $1(x)&:k, 1 } } } F $p(x)&:k, p,
x [ E$1(x)&;1, 1 log[F $1(x)]& } } } &;1, p log[F $p(x)], ...,
x [ E$l (x)&;l, 1 log[F $1(x)]& } } } &;l, p log[F $p(x)].
Alors pour m assez grand, le prolongement par ze ro de la fonction:
x [ am(x) G(x)c,
est continu en tout point de W0 qui n’appartient pas a l’adhe rence dans W0
de la varie te des ze ros de b. La fonction 9 e tant identiquement nulle au
voisinage de la varie te des ze ros de b, pour m assez grand, le prolongement
par ze ro de la fonction am9 sur l’intersection de W0 et de V0 , est de classe
Ce sur W0 .
3.2. On de montre dans cette sous-section le the ore me 3. Soit x un point
de P(V) adhe rent a X0 et n’appartenant pas a V0 . On utilise alors les nota-
tions de 2 et on choisit un voisinage ouvert, relativement compact U de x
dans W0 . On de signera par U0 l’intersection de V0 et de U. D’apre s [2]
[The ore me 2.6], il existe une fonction polynomiale q0 sur V0 , non identi-
quement nulle sur X0 , pour laquelle la mesure q0; se prolonge en une
mesure tempe re e sur V0 . On peut alors utiliser la proposition 2 avec les
me^mes notations. Soit 8 la fonction me romorphe sur C, a valeurs dans
S (U), de finie par:
(8(s), ,)=|
X0 & U
q(x)s ,(x) d;(x).
On note m # Z sm;m le de veloppement en se rie de Laurent de 8 en 0.
D’apre s la proposition 2, il existe un entier e pour lequel ;m est une forme
line aire continue sur Se(U), quel que soit l’entier m. Pour tout , dans
D(U & X0), la fonction s [ (8(s), ,) est continue en 0; donc pour tout
entier ne gatif m, le support de la restriction de ;m a D(U0) est contenu
dans la varie te des ze ros de b. Soit  une fonction de D[(R*+)k&p_R l],
qui ne prend pas de valeur ne gative et qui est e gale a 1 au voisinage du
point (1, ..., 1, 0, ..., 0). Soit d un entier positif tel que l’extension par ze ro
de la fonction ad9 soit de classe C e sur U. D’apre s le lemme 3.1, c’est
toujours le cas si d est assez grand. On notera 9d cette extension. Puisque
9d est identiquement nul au voisinage de la varie te des ze ros de b, dans
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U0 , pour tout , dans D(U0), la fonction me romorphe, s [ (8(s), 9d,) ,
est holomorphe en 0 et la limite de (8(s), 9d,) quand s tend vers 0, est:
|
X0 & U
9d ,(x) d;(x);
donc la restriction a D(U0) de la forme line aire 9d;0 est la distribution
9d ;. Par suite, la distribution 9d ; a une extension continue a S (U). La
mesure ; e tant positive et la fonction 9d ne prenant pas de valeur ne gative,
l’inte grale:
|
X0 & U
9d (x)(1+&x&)&f d;(x)
est convergente si f est un entier positif assez grand. En choisissant U semi-
alge brique, on peut trouver un entier positif f $ et un re el positif A qui satis-
font l’inegalite :
a(x)d(1+&x&)&f $,
pour tout x dans U0 , d’apre s [l] [Proposition 2.6.2]. Alors il vient:
|
X0 & U0
9(x)(1+&x&)&f&f $ d;(x)<+.
Puisque l’adhe rence de X0 dans P(V) est compacte, on peut la recouvrir
par un nombre fini de petits ouverts semi-alge briques qui satisfont
l’ine galite ci-dessus; donc pour f " entier positif assez grand, on a:
|
X0
9(x)(1+&x&)&f " d;(x)<+.
D’apre s la condition (2) de 3.1, l’espace des orbites de G 1 dans X0 est
isomorphe a (R*+)
k&p_R l. En outre, la mesure ; se de sinte gre sous l’action
de G 1 en mesures invariantes sur chacune des G 1-orbites en utilisant la
mesure de Haar sur (R*+)
k&p_Rl. On choisit sur G 1 .x0 une mesure
invariante +1 . Puisque  est e gale a 1 au voisinage de (1, ..., 1, 0, ..., 0), dans
tout voisinage de l’e le ment neutre de G(R), on peut trouver un point g
pour lequel l’inte grale:
|
G 1 .x0
(1+&g .x&)& f " d+1(x),
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est convergente. Utilisant a nouveau une de sinte gration selon l’action de G,
on peut trouver un point g de G(R) pour lequel l’inte grale
|
G .x0
(1+&g .x&)& f " d+(x)
est convergente. La fonction F sur l’adhe rence de G(R) .x0 dans V0 est
propre et semi-alge brique; donc d’apre s [1][Proposition 2.6.2], il existe un
re el positif B et un rationnel positif \ qui satisfont l’ine galite :
1+&g .x&BF(x)\,
pour tout x dans G(R) .x0 ; donc on a:
|
G .x0
F(x)&\f " d+(x)<+.
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